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1. Informacje teoretyczne

Problem klasy NP jest problemem, dla ktérego rozwigzanie mozna zweryfikowa¢ w czasie
wielomianowym — natomiast samo znalezienie rozwigzania problemu prawie na pewno wymaga
czasu ponadwielomianowego — nie znaleziono dotad algorytmu o wielomianowej zlozonosci
czasowej. Dla rozwigzania probleméw klasy NP mozna zastosowac przeglad zupelny — otrzymamy
wtedy dokladne rozwigzanie, jednak ze wzgledu na bardzo duzq ztozonosS¢ czasowaq, nadaje sie on
jedynie dla bardzo matych rozmiar6w problemu. Dla nieco wiekszych instancji probleméw réwniez
mozemy otrzymac doktadny wynik stosujac algorytm oparty na programowaniu dynamicznym lub
metodzie podziatu i ograniczen (branch and bound).

Do implementacji w ramach projektu wybralem metode podzialu i ograniczen dla problemu
komiwojazera.

Asymetryczny problem komiwojazera:
Parametrami zadania sg: skonczony zbiér miast C = {c', ¢ ..., ¢} oraz odleglosci d; z miasta c; do
miasta ¢; (nie ma wymogu d; = d;). Nalezy okresli¢ kolejno$¢ odwiedzania wszystkich miast ich
permutacje) <ciuj, Ci2), --., Cip™, aby sumaryczna trasa byla jak najkrotsza przy zatozeniu, ze kazde
miasto zostalo odwiedzone dokladnie jeden raz. Wszystkie parametry zadania sa liczbami
naturalnymi.
Z}ozonosc¢ obliczeniowa:
* zlozono$¢ czasowa przegladu zupetnego (brute force) wynosi O(n!), gdzie n — ilo$¢ miast*
* zlozonos$¢ czasowa algorytmu wykorzystujacego metode podziatu i ograniczen jest bardzo
mocno zalezna od danych; w pesymistycznym przypadku wynosi O(n!), gdzie n — ilos¢
miast, ale dla wiekszo$ci instancji problemu bedzie w stanie znalez¢ rozwigzanie szybciej?

2. Opis algorytmu

W moim programie zaimplementowalem algorytm oparty na metodzie podzialu i ograniczen
opisany w pliku®, w wersji stosujacej strategie przeszukiwania typu najpierw najlepszy. W
algorytmie wykorzystana jest kolejka priorytetowa, drzewo przestrzeni stanOw reprezentowane jest
niejawnie. Ogolna zasada dzialania jest nastepujaca: zaczynajac od korzenia (zawierajacego tylko
wierzchotek startowy), dla kazdego z potomkow aktualnie rozpatrywanego wezia w drzewie
(czeSciowego rozwiazania, zawierajacego wszystkie dotychczas umieszczone na trasie wierzchotki)
policz ograniczenie dolne i jezeli jest ono lepsze od aktualnego ograniczenia gérnego, rozpatruj
kolejno potomkéw w nastepnych krokach, od najlepszej do najgorszej warto$ci funkcji ograniczenia
dolnego.

Pseudokod opisywanego algorytmu wyglada nastepujaco:

1  https://en.wikipedia.org/wiki/Travelling salesman problem (dostep 12.11.2017)
2 http://www.geeksforgeeks.org/branch-bound-set-5-traveling-salesman-problem/ (dostep 12.11.2017)
3 https://www.ii.uni.wroc.pl/~prz/2011lato/ah/opracowania/met_podz_ogr.opr.pdf (dostep 13.11.2017)
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initialize(Q)
v « korzen drzewa
best — o
best_route — NULL
insert(Q,v)
while !empty(Q) do
v « remove(Q)
if bound(v) jest lepszy od best then
for all dziecko u wezta v do
if u jest lisSciem then
if length(u) jest lepsza od best then
insert(u, 1)
best — length(u)
best_route — u

end if
else
if bound(u) jest lepszy od best then
insert(Q,u)
end if
end if
end for
else
break
end if
end while

Gornym ograniczeniem jest najkrdotsza znaleziona dotad trasa (wyznaczona w liSciu drzewa,
poczatkowo nieskonczonos$¢). Dolnym ograniczeniem jest suma dlugosci dotychczas przebytej
drogi i dolnej granicy Sciezek, ktorych prefiksem jest Sciezka w obecnym wezle. Mozna wyznaczy¢
ja w nastepujacy sposob: dla kazdego z niewykorzystanych jeszcze wierzcholkow obliczamy
minimalng dtugos¢ wychodzacych z niego krawedzi, ktore jeszcze moga by¢ uzyte. Przy czym:
* bierzemy pod uwage wszystkie krawedzie nie prowadzace do wierzchotkow juz
umieszczonych w czeSciowym rozwigzaniu
* jezeli to nie jest ostatni wierzcholek w czeSciowym rozwiazaniu, bierzemy pod uwage
krawedzie prowadzace do wierzchotka poczatkowego (mimo, ze on zawsze jest w
rozwigzaniu)
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Ilustracja 1: Macierz
sgsiedztwa

v = {1}, best = o0, Q = {0|(1)}
L Q=={0|(1)} - v={1}
v=={1}
bound(v) == 0 < o0 - u = {1-2}, nie jest liSciem — bound(u) = 14+7+4+2+4=31 < o0



— insert(Q,u)
u = {1-3}, nie jest liSciem — bound(u) = 4+7+5+2+4=22 < o0
— insert(Q,u)
u = {1-4}, nie jest liSciem — bound(u) = 10+7+4+2+7=30 < o0
— insert(Q,u)
u = {1-5}, nie jest liSciem — bound(u) = 20+7+4+7+4=42 < o0
— insert(Q,u)
Q = {22|(1-3), 30|(1-4), 31|(1-2), 42|(1-5)} - v ={1-3}
v == {1-3}
bound(v) ==22 <o - u = {1-3-2}, nie jest liSciem — bound(u) = 4+5+7+2+4=22 < o0
— insert(Q,u)
— u = {1-3-4}, nie jest liSciem — bound(u) = 4+7+7+2+7=27 <
— insert(Q,u)
— u = {1-3-5}, nie jest liSciem — bound(u) = 4+16+8+7+4=39 <
— insert(Q,u)
Q = {22|(1-3-2), 27|(1-3-4), 30|(1-4), 31|(1-2), 39|(1-3-5), 42|(1-5)} - v ={1-3-2}
v == {1-3-2}
bound(v) == 22 <o - u={1-3-2-4}, nie jest liSciem — bound(u) = 4+5+8+2+18=37 <
— insert(Q,u)
— u = {1-3-2-5}, nie jest lisSciem — bound(u) = 4+5+7+11+4=31 <
— insert(Q,u)
Q = {27|(1-3-4), 30|(1-4), 31|(1-2), 31|(1-3-2-5), 37|(1-3-2-4), 39|(1-3-5), 42|(1-5)}
- v={1-3-4}
v == {1-3-4}
bound(v) == 27 <o - u = {1-3-4-2}, nie jest liSciem — bound(u) = 4+7+7+7+18=43 < 0
— insert(Q,u)
— u = {1-3-4-5}, nie jest liSciem — bound(u) = 4+7+2+14+7=34 < o0
— insert(Q,u)
Q = {30|(1-4), 31|(1-2), 31|(1-3-2-5), 34|(1-3-4-5), 37|(1-3-2-4), 39|(1-3-5), 42|(1-5),
43|(1-3-4-2)} - v={1-4}
v == {1-4}
bound(v) ==30 <o - u = {1-4-2}, nie jest liSciem — bound(u) = 10+7+7+4+17=
=45 < oo - insert(Q,u)
— u = {1-4-3}, nie jest lisciem — bound(u) = 10+9+7+5+7=
=38 < o - insert(Q,u)
— u = {1-4-5}, nie jest lisciem — bound(u) = 10+2+7+4+7=
=30 < o - insert(Q,u)
Q = {30|(1-4-5), 31|(1-2), 31|(1-3-2-5), 34|(1-3-4-5), 37|(1-3-2-4), 38|(1-4-3), 39|(1-3-5),
42|(1-5), 43|(1-3-4-2), 45|(1-4-2)} — v ={1-4-5}
v == {1-4-5}
bound(v) == 30 <oo - u= {1-4-5-2}, nie jest liSciem — bound(u) = 10+2+7+7+4=
=30 < 0 - insert(Q,u)
bound(v) == 30 <00 - u= {1-4-5-3}, nie jest liSciem — bound(u) = 10+2+17+14+5=
=48 < o - insert(Q,u)
Q = {30|(1-4-5-2), 31|(1-2), 31|(1-3-2-5), 34|(1-3-4-5), 37|(1-3-2-4), 38|(1-4-3), 39|(1-3-5),
42|(1-5), 43|(1-3-4-2), 45|(1-4-2), 48|(1-4-5-3)} — v = {1-4-5-2}
v == {1-4-5}
bound(v) ==30 <o - u = {1-4-5-2-3}, jest liSciem — length(u) = 10+2+7+7+4=
=30 <o —  best =30
best_route=u
Q = {31{(1-2), 31|(1-3-2-5), 34|(1-3-4-5), 37|(1-3-2-4), 38|(1-4-3), 39|(1-3-5), 42|(1-5),
43|(1-3-4-2), 45|(1-4-2), 48|(1-4-5-3)} - v = {1-2}



v == {1-2}
bound(v) == 31 > 30 - break;

3. Opis implementacji algorytmu

Opisany wyzej algorytm zaimplementowalem w jezyku C++. Graf jest reprezentowany za pomocg
wiasnej struktury danych (stworzonej jeszcze przy pisaniu projektow ze SDiZO): klasy
abstrakcyjnej Graph, posiadajacej dwie implementacje: ArrayGraph jako macierz sasiedztwa
i ListGraph jako listy sasiedztwa. Jako kolejke wykorzystalem adapter std::priority_queue z STL,
pracujacy na kontenerze std::vector. Do reprezentacji wezlow drzewa przestrzeni stanow
(czeSciowych rozwigzan) wykorzystalem wilasng umowna strukture danych: kontener std::vector,
ktérego pierwszym elementem jest wartos¢ jego dolnego ograniczenia, a kolejnymi elementami
wierzchotki nalezace do danego czeSciowego rozwigzania. Kompletna trasa jest reprezentowana
jako std::vector, ktorego kolejnymi elementami sq znajdujace sie na niej wierzcholki.

4. Srodowisko pracy i sposob prowadzenia pomiarow
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Ilustracja 2: Wynik przeglqdu zupetnego dla 12 miast

Przy projektowaniu programu wykorzystanego do przeprowadzenia eksperymentu przyjalem
nastepujace zatozenia:
* struktury wykorzystywane do reprezentacji danych sa alokowane dynamicznie, a struktury
pomocnicze (np. zmienne do komunikacji z uzytkownikiem) statycznie
* do alokacji i zwalniania pamieci wykorzystuje funkcje new i delete
* w macierzy i listach sasiedztwa wierzcholki oraz krawedzie grafu sg reprezentowane jako
32-bitowe liczby naturalne (unsigned)
* wszystkie pomiary sq powtarzane 100 razy, a ich wyniki usredniane
* pomiary dla algorytmu wykorzystujacego przeglad zupelny wykonywane sg na 4 ilo$ciach
miast: 4, 6, 8, 11 — wyzsze wartoSci nie majq sensu ze wzgledu na dhugi czas wykonania i
zbyt duze wymagania pamieciowe (jeden dodatkowy pomiar dla 12, ostatniego rozmiaru
problemu, ktéry na moim komputerze miesci sie w pamieci RAM — zob. ilustracje wyzej)



* pomiary dla algorytmu wykorzystujacego metoda podziatu i ograniczen wykonywane sa na
7 ilo$ciach miast: 4, 6, 8, 11, 14, 18, 22

* program powinien by¢ wieloplatformowy, z tego wzgledu do pomiaréw czasu wykorzystuje
napisang przez siebie klase Stopwatch, bazujaca na niezaleznej od Zadnego systemu
operacyjnego bibliotece ctime

Pomiary przeprowadzilem na komputerze stacjonarnym zbudowanym z wykorzystaniem plyty
glownej MSI 870-C45, wyposazonym w czterordzeniowy procesor AMD Phenom II X4 955 BE po
overclockingu pracujacy z czestotliwoscia bazowa 3.6 GHz i 8 GB pamieci RAM DDR3 pracujacej
z czestotliwoscia 1333 MHz w trybie Dual Channel, pod kontrolg 64-bitowego systemu
operacyjnego openSUSE Leap 42.3 ze S$rodowiskiem graficznym KDE. Pracowalem w
zintegrowanym Srodowisku programistycznym (IDE) Code::Blocks 16.01, wykorzystujac
kompilator G++ 4.8 z ustawiong pelng optymalizacja pod katem szybkosci (flaga -O3). Przy
pomiarach wykorzystatem reprezentacje grafu w postaci macierzy sasiedztwa.

5. Wyniki
Asymetryczny problem komiwojazera
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Ilo$¢ miast Przeglad zupelny [s] Podziat i ograniczenia [s]
3 0,00000623 0,00001183
6 0,50833200 0,02339070
8 0,01984770 0,17248000
11 4,20448000 0,03775410
12 52,5361000 -
14 - 0,02233150
18 - 0,44274300
22 - 11,0570000




6. Wnioski

Czas wykonania algorytmu przegladu zupelnego jest stosunkowo duzy nawet dla niewielkich
rozmiarow problemu, natomiast przy okreslonym rozmiarze dla kazdej instancji problemu jest staly.
Czas wykonania algorytmu opartego na metodzie podzialu i ograniczen dla tych samych
rozmiaréw problemu jest wyraznie mniejszy, ale bardzo mocno zalezy od konkretnej instancji
problemu — im wiekszy rozmiar, tym wiecej instancji potrzebuje na wykonanie algorytmu czasu
duzo dluzszego od Sredniej, ale jednocze$nie zwykle duzo mniejszego od czasu potrzebnego na
wykonanie przegladu zupelnego. Pewne niesScistosci (dla 8 miast Sredni czas wykonywania
przegladu zupelnego jest nizszy niz sasiednie, a metody podziatu i ograniczen — wyzszy) wynikaja
prawdopodobnie ze specyfiki srodowiska pomiarowego: praca pod kontrolg systemu operacyjnego,
a wiec mozliwy wplyw dzialania innych uruchomionych w systemie procesow na wyniki
pomiarow).

Wroctaw, 13.11.2017



